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1. Wst� p 

Rozdzia
 zawiesin cia
 sta
ych w cieczach ma du� e znaczenie praktycz-
ne. Proces ten wyst� puje w wielu ga
� ziach przemys
u, a w szczególno� ci 
w technologiach oczyszczania � cieków komunalnych i przemys
owych oraz 
wielu innych dziedzinach dzia
alno�ci cz
owieka. Oddzielenie od cieczy zanie-
czyszcze�  sta
ych, cz� sto silnie toksycznych, ma ogromne znaczenie w szeroko 
rozumianej gospodarce wodno � ciekowej i w ochronie � rodowiska, 
atwiej bo-
wiem sk
adowa�  odzyskane w procesie filtracji w formie placka filtracyjnego 
odpowiednio zabezpieczone cia
o sta
e na sk
adowiskach i równocze� nie za-
wraca�  do obiegów technologicznych ciecz klarown�  (filtrat), ni�  zawiesiny lub 
osad o wysokiej wilgotno�ci. Proces filtracji nie jest tani i dlatego tak wa� ny 
jest mo� liwie poprawny jego opis umo� liwiaj � cy wybór odpowiedniego urz� -
dzenia filtracyjnego i mo� liwo��  sterowania procesem poprzez stosowny dobór 
warto� ci parametrów procesowych. 

Przez zawiesin�  rozumie si�  potocznie mieszanin�  cia
a sta
ego i cieczy. 
W zale� no� ci od wzajemnego stosunku ilo� ciowego tych sk
adników mo� e ona 
mie�  charakter zawiesiny swobodnej, gdy drobiny cia
a sta
ego nie stykaj�  si�  
ze sob� , lub szlamu, gdy cz� stki nie s�  zawieszone swobodnie i znajduj�  si�  ze 
sob�  w kontakcie. Swobodne zawiesiny wyst� puj�  najcz�� ciej i ich rozdzia
 na 
drodze filtracji jest efektywny i do��  szeroko opisany [1,2,3,4], natomiast g� ste 
szlamy mo� na mechanicznie osusza�  praktycznie tylko na drodze kompresji, 
któr�  przeprowadza si�  np. na prasach filtracyjnych.  
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Zarówno w przypadku filtracji jak i kompresji wyst� puje rozdzia
 na 
przegrodzie przepuszczalnej tylko dla fazy ciek
ej. Si
�  nap� dow�  procesu jest 
tutaj ró� nica ci� nie�  po obydwu stronach przegrody. W praktyce przemys
owej 
filtracja i kompresja mog�  zachodzi�  bezpo� rednio jako procesy nast� pcze (na 
prasach filtracyjnych). Je� eli na tego typu urz� dzeniach rozdzielana jest zawie-
sina swobodna, to na skutek jej pompowania na przegrod�  w pierwszym etapie 
nast� puje filtracja i stopniowo tworzy si�  placek. Gdy wype
ni on ca
�  dost� pn�  
mu przestrze� , dalsza filtracja nie jest mo� liwa i g
� bsze jego osuszenie wyma-
ga kompresji powsta
ego osadu. Dokonuje si�  jej przy pomocy specjalnych 
nieprzepuszczalnych, elastycznych przepon umieszczonych wewn� trz ramy 
w p
aszczy� nie równoleg
ej do powierzchni filtracji [3]. Po zako� czeniu filtracji 
przestrze�  ograniczon�  przepon�  wype
nia si�  spr�� onym powietrzem i nast� pu-
je dodatkowe osuszenie placka przez mechaniczne wyci� ni� cie resztek cieczy z 
osadu.  

Piecuch i Anielak [5] proponuj�  dla filtracji zawiesin tworz� cych osady 
� ci� liwe stopniowanie ci� nienia, zamiast u� ycia od razu przewidywanego ci-
� nienia procesowego. Dla takiego samego czasu ca
kowitego tego procesu fil-
tracji mo� na wówczas uzyska�  g
� bsze odwodnienie osadu, przy czym proces 
nale� y prowadzi�  w odcinkach czasowych dla wzrastaj� cych ci� nie�  tak, by 
suma tych odcinków odpowiada
a ca
kowitemu czasowi filtracji przy maksy-
malnym ci� nieniu. W warunkach przemys
owych najch� tniej stosowane s�  ty-
powe prasy ROW [6,7] lub FRAMK [8], przy czym pojawiaj�  si�  równie�  mo-
dyfikacje tych urz� dze�  [9]. Bli � sze informacje nt. dzia
ania typowych pras 
filtracyjnych i filtrów ci� nieniowych oraz technologii odwadniania na tego typu 
urz� dzeniach znajduj�  si�  w monografii T. Piecucha „Technika hydroszlamo-
wa” [10] oraz w pracy [11]. 

W warunkach laboratoryjnych zbli� ony proces mo� na bada�  za pomoc�  
filtrów opartych na tzw. celce kompresyjnej [12,13]. W niniejszej pracy wykorzy-
stano do bada�  testowy filtr ci� nieniowy zaprojektowany i wykonany w Katedrze 
In� ynierii Chemicznej i Procesowej Politechniki � l� skiej [14,15]. W urz� dzeniach 
tego typu zachodzi zjawisko jednokierunkowego przep
ywu zawiesiny wewn� trz 
cylindra ku pó
przepuszczalnej przegrodzie. Przep
yw ten wymuszony jest po-
przez nacisk t
oka wywo
uj� cego w urz� dzeniu nadci� nienie wzgl� dem ci� nienia 
otoczenia. W pierwszym etapie, który mo� na nazwa�  klasyczn�  filtracj�  
z tworzeniem osadu, nast� puje stopniowe narastanie placka na przegrodzie. Pro-
ces ten przebiega wg sta
ego mechanizmu a�  do momentu zetkni� cia si�  t
oka 
z osadem, od tej chwili rozpoczyna si�  drugi etap - kompresja utworzonego 
uprzednio placka (tzw. strefa kompresji). Etap ten trwa tak d
ugo, dopóki ca
y 
osad nie osi� gnie jednakowej porowato�ci ek, równej porowato�ci osadu pod ci-
� nieniem kompresji równym przy
o� onemu ci� nieniu procesowemu. Idealne 
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ujednolicenie porowato�ci osadu wyst� pi po czasie niesko� czenie d
ugim, jednak 
daj� ce si�  rejestrowa�  zmiany grubo�ci osadu zanikaj�  w sko� czonym czasie 
zale� nym od grubo�ci osadu i jego podatno�ci na ci� nienie. 

2. Podstawowe zagadnienia zwi� zane z opisem filtracji z tworzeniem 
osadu oraz kompresj�  osadów 

 
Tzw. tradycyjny opis procesu filtracji z tworzeniem placka sformu
o-

wany przez Rutha [11], który obserwowa
 paraboliczn�  zale� no��  ilo� ci filtratu 
od czasu filtracji opiera si�  na kilku za
o� eniach. Pierwszym jest laminarny 
przep
yw cieczy przez pory utworzonego osadu. Ze wzgl� du na wielko��  porów 
i stosowan�  w praktyce liniow�  pr� dko��  przep
ywu za
o� enie to jest s
uszne 
dla filtracji praktycznie wszystkich typów zawiesin. W opisie tym zak
ada si�  
ponadto, � e takie parametry osadu, jak porowato��  i opór w
a� ciwy s�  sta
e 
w danym momencie, czyli w ca
ej swej obj� to� ci osad jest jednorodny. Sta
e 
jest te�  zatem w danym czasie t  nat�� enie przep
ywu filtratu dV/dt  na ka� dej 
warstwie placka filtracyjnego. Wyra� a si�  je wzorem [11]: 

 

( )CV
K

d
dV

+×
=

2t
     (2.1) 

 
b� d� cym zró� niczkowan�  form�  eksperymentalnego równania: 
 

( ) tKCV =+ 2     (2.2) 
 
opartego, jak wspomniano, na obserwowanej w do� wiadczeniach parabolicznej 
zale� no� ci ilo� ci uzyskanego filtratu V od czasu filtracji t . W równaniach (2.1) 
i (2.2) K jest sta
�  szybko� ci filtracji zale� n�  od oporu osadu, a sta
a C zale� y od 
oporu przegrody. Sta
a K jest funkcj�  parametrów zawiesiny, a tak� e, 
w przypadku placków � ci� liwych, przy
o� onego ci� nienia procesowego. Jej 
budowa bywa ró� na w zale� no� ci od wyj� ciowych równa� , zawsze jednak jej 
elementem sk
adowym jest opór w
a� ciwy osadu a. Definiowany bywa on 
w ró� ny sposób, zazwyczaj jako funkcja porowato�ci osadu, � redniej wielko� ci 
i wspó
czynnika kszta
tu cz� stek tworz� cych z
o� e, lub te�  � rednicy i g� sto� ci 
wyst� powania porów w osadzie (przy oparciu si�  na zale� no� ci Poiseuille’a) 
[16,17]. W przypadku osadów � ci� liwych struktura z
o� a zale� y od wyst� puj� -
cych w nich napr�� e� . Napr�� enia te pochodz�  od ci� nienia filtracji i ich wp
yw 
na opór osadu wyra� a si�  ró� nymi wzorami. Najprostsze równanie okre� laj� ce 
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wp
yw ci� nienia procesowego na opór w
a� ciwy osadu, nazywane równaniem 
Sperry’ego podaje H. P. Grace [18]: 
 

s
kP0aa =      (2.3) 

 
Jego wad� , ale tylko teoretyczn� , jest fizykalna niezgodno��  dla warunku gra-
nicznego polegaj� ca na spadku a do 0 dla ci� nienia kompresji równego 0. Do-
k
adniejsze i wykazuj� ce zgodno��  z warunkami granicznymi jest równanie 
zaproponowane przez Tillera [19] opieraj� ce si�  na zale� no� ciach podanych 
przez Rutha w pracy [20]: 

s
kP10 aaa +=      (2.4) 

W równaniach (2.3) i (2.4) Pk to ci� nienie kompresji (je� eli traktuje si�  osad 
jako ca
o��  jest ono równe przy
o� onemu ci� nieniu procesowemu), s to tzw. 
wspó
czynnik � ci� liwo� ci (osady nie podatne na ci� nienie maj�  s = 0, podatne 
maj�  s > 0), a0 i a1 to sta
e. 

Dla wi� kszo� ci zawiesin, które tworz�  osady filtracyjne ma
o podatne 
na ci� nienie, wy� ej wymienione za
o� enia tradycyjnego opisu procesu pozwala-
j�  na do��  dok
adny i prosty opis filtracji. Im jednak jest wi� ksza podatno��  
osadu na ci� nienie, tym bardziej wyra� nie wyst� puj�  odst� pstwa od wy� ej wy-
mienionych za
o� e� . � redni opór w
a� ciwy osadu a staje si�  funkcj�  nie tylko 
ci� nienia procesowego, ale tak� e koncentracji rozdzielanej zawiesiny. Odst� p-
stwa te próbowa
 korygowa�  Shirato ze wspó
pracownikami [21,22] przy u� y-
ciu wspó
czynnika JR b� d� cego funkcj�  ci� nienia i udzia
u cia
a sta
ego w za-
wiesinie: 

 

RRJaa =       (2.5) 
 
gdzie aR to opór w
a� ciwy osadu definiowany wg Rutha. Wspó
czynnik ten 
poprawi
 zgodno��  danych do� wiadczalnych i opisu teoretycznego. W swoich 
rozwa� aniach Shirato w [22] zastosowa
 równie�  podzia
 osadu na kilka 
warstw, ró� ni� cych si�  miedzy sob�  nat�� eniem przep
ywu filtratu. Ró� nice te 
wywo
ane by
y przez zmian�  porowato�ci osadu w funkcji czasu i odleg
o� ci od 
przegrody. Powoduj�  one dodanie do filtratu pochodz� cego z powierzchni plac-
ka cieczy wyci� ni� tej z osadu wskutek jego kompresji.  

Analiza wyników wy� ej wymienionych bada�  umo� liwi
a prób�  ogól-
nego wyja�nienia mechanizmu procesu kompresji osadów pofiltracyjnych na 
bazie istniej� cej teorii filtracji (wcze� niejsze prace eksperymentalne prowadzi
y 
do uzyskania równa�  empirycznych s
usznych tylko dla przebadanych zawie-
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sin). W swych rozwa� aniach na temat kompresji i filtracji po
� czonej 
z kompresj�  Shirato pos
uguje si�  bezwymiarowym „stosunkiem filtracji” Uf 
i „stosunkiem kompresji” Uk definiowanym przy pomocy grubo� ci 
adunku 
celki kompresyjnej [23,24,25] w ró� nych momentach charakterystycznych fil-
tracji i kompresji, przy czym pod poj� ciem grubo� ci 
adunku rozumie si�  odpo-
wiednie wysoko� ci s
upa medium w celce: 

 

10

0

LL

LL
U f -

-
=       (2.6) 

 

21

1

LL

LL
U k -

-
=       (2.7) 

 
gdzie L0 – pocz� tkowa grubo��  
adunku celki, L1 – grubo��  
adunku na granicy 
miedzy filtracj�  a kompresj� , L2 – po zako� czeniu kompresji, a L – to grubo��  

adunku w danym momencie t . Warto� ci L0, L1 oraz L2 okre� lano na podstawie 
do� wiadcze� . O ile wyznaczenie L0 i L2 nie budzi specjalnych w� tpliwo� ci, to 
okre� lenie grubo�ci osadu w chwili rozpocz� cia kompresji L1 obarczone jest 
znacznym b
� dem ze wzgl� du na brak mo� liwo� ci bezpo� redniego pomiaru. 
Zarówno Uf jak i Uk zmieniaj�  si�  w zakresie od 0 do 1. Opracowanie wyników 
do� wiadcze�  metod�  zaproponowan�  przez Shirato i in. da
y dobr�  zgodno��  
wyników do� wiadcze�  i oblicze�  dla przebadanych przez autorów zawiesin. 
Badanie przeprowadzono dla sta
ego ci� nienia ca
kowitego DP [24] jak i dla DP 
zmiennego w czasie [23].  

Swoje prace Shirato i wsp. oparli na wcze� niejszych badaniach Terza-
ghiego [26,27] dotycz� cych mechaniki gruntów, w których do opisu zachowa-
nia si�  nasyconego ciecz� , porowatego z
o� a zastosowa
 on wspó
czynnik kon-
solidacji Cv, b� d� cy m. in. funkcj�  przestrzeni swobodnej e i wspó
czynnika 
zmiany obj� to� ci mv: 

 
( )

sv
v m

e
C

rha
+

=
1

    (2.8) 

gdzie:  h - dynamiczny wspó
czynnik lepko� ci, 
 r s – g� sto��  cia
a sta
ego, 
przy czym: 

( ) dp
de

e
mv +

-=
1

1
                                              (2.8a) 
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a przestrze�  swobodn�  mo� na przedstawi�  jako funkcj�  porowato�ci: 

e
e
-

=
1

e                                                     (2.8.b) 

Wspó
czynnik tzw. przestrzeni swobodnej e informuje ile razy wi� cej 
lub mniej jest w osadzie obj� to� ci porów od obj� to� ci fazy sta
ej (ziaren), przy 
czym e zwi� zane jest z Uf i Uk. Shirato i wsp. [23] zastosowali zmodyfikowany 
wspó
czynnik konsolidacji. Opis kompresji osadu, czyli zmiany przestrzeni 
swobodnej e w czasie opiera si�  na równaniu o budowie analogicznej do ró� -
niczkowego równania dyfuzji: 

 

��
�

�
��
�

�

¶
¶

=
¶
¶

2

2

wt
e

C
e

e       (2.9) 

gdzie t  - czas, 
w którym to równaniu Ce to zmodyfikowany wspó
czynnik konsolidacji Terza-
ghiego: 
 

( ) v
s

e C
e

C
2

2

1+
=

r
      (2.10) 

 
za�  w to wymiar liniowy w tzw. materia
owym uk
adzie wspó
rz� dnych, które-
go bli� sze wyja� nienie znajduje si�  w rozdziale 3. Jego warto��  w osadzie 
zmienia si�  w zale� no�ci od odleg
o� ci od przegrody oraz czasu. W celu 
uproszczenia oblicze� , w pracach [23] i [24] Shirato i in. zastosowali � redni� , 
sta
�  warto��  wspó
czynnika Ce. Rozwi� zanie równania (2.9) po wykorzystaniu 
w nim (2.10) prowadzi do uzyskania zale� no� ci Uk od czasu kompresji i wspó
-
czynnika Ce, poniewa�  jak wcze� niej wspomniano Uk zale� y od e. Rozwi� zanie 
to wzorowane jest na pracy Taylora [28]. Jest ono zale� ne od wst� pnego roz-
k
adu ci� nienia kompresji w osadzie. Powy� szy opis wymaga zatem znajomo� ci 
rozk
adu ci� nienia kompresji DPk w osadzie filtracyjnym (DP = f(x)), gdy�  za-
równo e jak i a s�  funkcjami tej zmiennej. Ci� nienie kompresji (zwane równie�  
ci� nieniem kontaktowym) na danej umownej warstwie osadu pochodzi od 
warstw znajduj� cych si�  ponad ni�  i jest skutkiem hydraulicznego oporu prze-
p
ywu (spadku ci� nienia hydraulicznego DPh). Je� eli zaniedba�  si
y pochodz� ce 
od grawitacji jak i opór tarcia osadu o � cianki naczynia, to bilans si
 wymaga, 
by spe
nione by
o równanie: 
 

khc PPP D+D=D      (2.11) 
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gdzie DPc ci� nienie ca
kowite. 
Warto��  DPh w zawiesinie i na powierzchni placka podczas filtracji jest równa 
przy
o� onemu ci� nieniu procesowemu DPc. Im rozpatrywana warstwa znajduje 
si�  dalej od powierzchni osadu, tym wi� ksza cz���  ci� nienia procesowego staje 
si�  na niej ci� nieniem kompresji. Zjawisko to mo� na zilustrowa�  nast� puj� cym 
rysunkiem: 
 

 
 

Rys. 2.1. Zmiana warto� ci ci� nienia kompresji DPk, ci� nienia hydraulicznego DPh oraz 
ca
kowite ci� nienie procesowe DPc, w zale� no� ci od odleg
o� ci od przegrody 

Fig. 2.1. Change of compression pressure DPk, hydraulic pressure DPh and total pressure 
DPc as a dependence of filtration medium distance 

 
Shirato i in. [24] pos
u� yli si�  w rozwi� zaniu przybli� eniem rozk
adu DPk 
w momencie rozpocz� cia kompresji osadu funkcj�  sinusoidaln�  opieraj� c si�  na 
badaniach do� wiadczalnych, polegaj� cych na pomiarze p 
orowato� ci osadu w ró� nych odleg
o� ciach od przegrody podczas trwania pro-
cesu filtracji [29].  

Nast� pnym krokiem by
o uzmiennienie w pracy [25] warto� ci Ce 
w funkcji odleg
o� ci od przegrody, przy czym Shirato i in. zastosowali tu meto-
dy numeryczne. Rozpatrywany osad podzielono na 8 warstw. Uzmiennienie Ce 
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znacz� co poprawi
o zgodno��  danych do� wiadczalnych z obliczonymi. Na po-
dobnych równaniach oparli swoje rozwa� ania dotycz� ce filtracji Atsumi 
i Akayama w pracy [30]. 

Jak wida�  z powy� szych rozwa� a� , zastosowane przez Shirato i in. meto-
dy opisu rozdzia
u zawiesin na drodze kompresji i filtracji nie bazuj�  na podsta-
wowych równaniach stosowanych w filtracji, lecz na równaniach mechaniki 
gruntów wyprowadzonych przez Terzaghiego. Ponadto opis przebiegu procesu 
wymaga
 znajomo�ci (z do�wiadcze� ) warto� ci grubo�ci osadu w chwili rozpo-
cz� cia kompresji, której to wielko�ci nie mo� na zmierzy�  w sposób bezpo� redni.  

Kamst, Bruinsma i Graauw [31] badali wp
yw kompresji na opór osadu 
oraz wyp
yw cieczy z placka filtracyjnego powsta
ego z filtracji cz�� ciowo wy-
krystalizowanego oleju palmowego przepuszczaj� c przeze�  powietrze oraz ciek
�  
frakcj�  oleju. Praca ta nie ma jednak bliskiego zwi� zku z praktyk�  filtracyjn� .  

Podobnie Landman, Sirakoff i White w swojej pracy [32] wyprowadzili 
i rozwi� zali numerycznie model opisuj� cy filtracj� . Rozwi� zanie to jest jednak 
bardzo skomplikowane ze wzgl� du na wykorzystanie rzeczywistych wspó
rz� d-
nych kartezja� skich, a praca ma czysto teoretyczny charakter. Równie skompli-
kowane ze wzgl� du na u� ycie rzeczywistych wspó
rz� dnych jest opracowanie 
Stamatkisa i Tiena dotycz� ce opisu filtracji z uwzgl� dnieniem wyp
ywu cieczy 
z komprymowanego osadu [33]. 

Analityczne rozwi� zanie uk
adu równa�  opisuj� cych filtracj�  przedsta-
wi
 w pracy [34] Wu, zak
adaj� c jednak sta
y spadek ci� nienia w placku oraz 
pot� gow�  zale� no��  oporu osadu od ci� nienia (równanie 2.3). W swych rozwa-
� aniach wykorzysta
 on wspomniany ju�  materia
owy uk
ad wspó
rz� dnych 
i ograniczy
 si�  do filtracji przy sta
ym ci� nieniu. 

Wraz z pojawieniem si�  maszyn licz� cych o du� ej mocy obliczeniowej 
pojawi
a si�  równie�  mo� liwo��  zastosowania modelu matematycznego oparte-
go na podstawowych równaniach przep
ywu przez z
o� e porowate (do opisu 
zarówno filtracji jak i kompresji osadu). Idea takiego ich zastosowania opiera 
si�  na podzieleniu osadu na warstwy o bardzo ma
ej grubo� ci i o sta
ych w da-
nym czasie t  parametrach filtracyjnych. Model taki, wykorzystuj� cy w miejsce 
wspó
rz� dnych kartezja� skich tzw. wspó
rz� dne materia
owe, pojawi
 si�  
w pracy Sørensena i in. [35] i zosta
 rozwi� zany dla przyk
adowych danych. Ze 
wzgl� du na teoretyczny charakter wspomnianej pracy zdecydowano si�  na roz-
wini� cie tego problemu o propozycj�  opisu za pomoc�  podobnie skonstruowa-
nego modelu rzeczywistych danych do� wiadczalnych. Prób�  t�  podj� to 
w niniejszej pracy. 

Rozwa� ania fizykalne nad przebiegiem procesu odwodnienia zawiesiny 
zawieraj�  bilans masowy cieczy oraz bilans si
 wywo
anych przez przy
o� one 
ci� nienie, które w osadzie filtracyjnym rozk
ada si�  na dwie sk
adowe: ci� nienie 
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cieczy oraz ci� nienie kontaktowe pomi� dzy cz� steczkami cia
a sta
ego. W opar-
ciu o równania wymienionych bilansów oraz rozwa� ania dotycz� ce szybko� ci 
przep
ywu cieczy przez utworzony osad mo� na zestawi�  uk
ad równa� , za po-
moc�  którego mo� liwe jest numeryczne modelowanie przebiegu filtracji. 

3. Opis procesu rozdzia
u zawiesin w oparciu o równanie przep
ywu 
przez z
o� e porowate 

Przep
ywowi cieczy rzeczywistej przez cia
o porowate towarzyszy wy-
wo
any tarciem spadek ci� nienia. Zjawisko to analizowa
 ju�  w XIX wieku Dar-
cy przy badaniach zdrojów miejskich. Sformu
owa
 on zale� no��  opisuj� c�  
szybko��  laminarnego przep
ywu cieczy przez sta
e z
o� e porowate jako wprost 
proporcjonaln�  do spadku ci� nienia hydraulicznego dPh na warstwie z
o� a, 
a odwrotnie proporcjonaln�  do oporu przep
ywu i jego grubo� ci: 

 

dx

dP
u h

ha
1

=            (3.1) 

 
Jest to posta�  zale� no� ci ogólnej, zgodnie z któr�  szybko��  przebiegu procesu 
jest wprost proporcjonalna do jego si
y nap� dowej, a odwrotnie do oporu. 
W przypadku równania (3.1) opór reprezentowany jest przez iloczyn dynamicz-
nego wspó
czynnika lepko�ci cieczy h i oporu w
a� ciwego z
o� a porowatego a.  

Filtracja i kompresja osadu pofiltracyjnego jest szczególnym przypad-
kiem przep
ywu cieczy przez z
o� e porowate. Podstawowa ró� nica mi� dzy tymi 
procesami, a przep
ywem przez z
o� e stacjonarne polega na tym, � e placek fil-
tracyjny zmienia swoj�  grubo�� , a na skutek kompresji zmienia si�  tak� e jego 
porowato�� , z któr�  silnie zwi� zany jest opór w
a� ciwy osadu. Ponadto w trak-
cie kompresji ca
a ciecz wyp
ywaj� ca z filtru wyt
aczana jest tylko z porów 
osadu, co m. in. opisa
 Piecuch w pracy [11]. Podczas filtracji zawiesin daj� -
cych osady podlegaj� ce kompresji, cia
o sta
e, pierwotnie znajduj� ce si�  w za-
wiesinie, przemieszcza si�  wraz z ciecz�  w kierunku przegrody i wzgl� dna 
pr� dko��  cia
a sta
ego w odniesieniu do cieczy u wynosi 0 (je� li pomin��  sedy-
mentacj� ). W chwili przej� cia z zawiesiny do placka (tzw. kolmatacja) drobiny 
cia
a sta
ego zatrzymane na strukturze osadu uzyskuj�  wzgl� dn�  pr� dko��  
w odniesieniu do cieczy, nie zatrzymuj� c si�  jednak wzgl� dem przegrody i dalej 
(cho�  znacznie wolniej od cieczy) przemieszczaj�  si�  w jej kierunku. Dzieje si�  
tak na skutek kompresji, czyli zmniejszenia obj� to� ci placka znajduj� cego si�  
pomi� dzy rozpatrywanymi cz� stkami a przegrod� . Zmiana po
o� enia cia
a sta-

ego w osadzie wzgl� dem przegrody znacznie utrudnia zastosowanie równania 
(3.1) do opisu filtracji szczególnie wówczas, gdy placek ulega du� ej kompresji. 
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Jednym ze sposobów omini� cia tej niedogodno� ci jest traktowanie osadu jako 
ca
o� ci o pewnych � rednich parametrach. Za
o� enie takie pozwala na poprawny 
opis filtracji w przypadku rozdzia
u zawiesin o niskiej zawarto� ci cia
a sta
ego 
tworz� cych placki nie� ci� liwe lub ma
o � ci� liwe. 

Opisana powy� ej wada równania (3.1) wynika z u� ycia w nim rzeczy-
wistego uk
adu wspó
rz� dnych i mo� na j�  wyeliminowa�  przez zastosowanie 
tzw. wspó
rz� dnych materia
owych. Odleg
o��  od przegrody jest w nim wyra-
� ona przy pomocy ilo� ci cia
a sta
ego (masa lub obj� to�� ) znajduj� cego si�  po-
mi� dzy przegrod� , a rozpatrywanym przekrojem. Je� eli ilo��  cia
a sta
ego wy-
razi si�  przy pomocy jego obj� to� ci, to wówczas odleg
o��  we wspó
rz� dnych 
materia
owych b� dzie mia
a wymiar [m]: 

 

F
Vs=w      (3.2) 

 
Cech�  charakterystyczn�  materia
owego uk
adu wspó
rz� dnych jest to, 

� e dana cz� stka lub warstwa znajduje si�  w nim zawsze w tej samej odleg
o� ci 
od przegrody niezale� nie od tego, czy nale� y do zawiesiny, czy jest ju�  cz�� ci�  
osadu. W trakcie procesu filtracji przesuwa si�  jedynie powierzchnia placka, 
czyli ta jego cz��� , która styka si�  z t
okiem w momencie rozpocz� cia kompre-
sji. Ró� nice pomi� dzy rzeczywistym i materia
owym uk
adem wspó
rz� dnych 
ilustruje rys. 3.1. Wida�  na nim, � e ca
kowita grubo��  osadu i zawiesiny xca
. 
wyra� ona w rzeczywistych wspó
rz� dnych kartezja� skich zmienia si� , podczas 
gdy w materia
owym uk
adzie wspó
rz� dnych wcal. jest sta
e, bo sta
a jest ca
-
kowita ilo��  cia
a sta
ego nad przegrod� . Grubo��  osadu xpl. i wpl. zwi� ksza si�  
od 0 do odpowiednio xca
. i wca
.. Poniewa�  obj� to��  ca
kowita cia
a sta
ego nad 
przegrod�  nie zmienia si�  w przypadku wspó
rz� dnych materia
owych, gdy ca
e 
cia
o sta
e przechodzi do osadu, wpl = wca
.. 
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Rys. 3.1. Po
o� enie przegrody, granicy placka oraz t
oka wyra� one we wspó
rz� dnych 

rzeczywistych (x) i materia
owych (w) na pocz� tku procesu (a), podczas fil-
tracji (b) i po jej zako� czeniu (c) 

Fig. 3.1. Situation of filtration medium, cake surface and piston in real (x) and material 
(w) co-ordinates in the beginning of the process (a), during filtration (b) and 
when the filtration is finished (c) 
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Po odpowiednich przekszta
ceniach mo� na wyprowadzi�  ró� niczkowe 
równanie wi��� ce wspó
rz� dne materia
owe i rzeczywiste [37]: 

 

dx
e

d
+

=
1

1
w      (3.3) 

 
Wstawiaj� c wyra� enie (3.3) do równania (3.1) otrzymuje si�  zale� no��  Dar-
cy’ego dla materia
owego uk
adu wspó
rz� dnych: 

 

( ) wha d

dP

e
u h

+
=

1
1

    (3.4) 

 
Równanie (3.4) ró� ni si�  nieznacznie od podanego w literaturze [35], 

w którym w prosty sposób wyznaczon�  przez Darcy’ego zale� no��  przekszta
-
cono do postaci: 

 

wha d

dP
u h1

=     (3.5) 

 
Poniewa�  dx ¹  dw, równanie (3.4) mo� na uzna�  za bardziej � cis
e. 

Jak ju�  wspomniano wcze� niej, opór w
a� ciwy osadu i jego porowato��  
jest funkcj�  odleg
o� ci od przegrody oraz czasu, jaki up
yn� 
 od pocz� tku proce-
su. Odpowiedzialna za to jest w
a� ciwo��  placków filtracyjnych, któr�  nazywa 
si�  � ci� liwo� ci� , czyli podatno��  struktury osadu na ci� nienie kompresji. Bezpo-
� rednim skutkiem tego jest zmienna szybko��  przep
ywu cieczy przez osad – 
u liczona na pusty przekrój.  

Istnieje wiele równa�  opisuj� cych wp
yw ci� nienia kompresji na war-
to��  oporu w
a� ciwego osadu a oraz jego porowato��  e. Najstarsze i najprostsze 
jest uj� cie w formie funkcji pot� gowej okre� lane zale� no� ci�  Sperry’ego [24], 
które dobrze opisuje zachowanie si�  osadów o wzgl� dnie niedu� ej � ci� liwo� ci 
i które sprawdza si�  dla niezbyt wielkich zakresów ci� nie� . W przypadku du-
� ych zakresów ci� nie�  i du� ej podatno� ci placka na ci� nienie lepsz�  dok
adno��  
daje równanie zaproponowane przez Tillera i Leu [36]: 

 
s

a

k

P

P
��
�

�
��
�

�
+= 10aa      (3.6) 
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zbli� one do równania (2.4), gdzie Pa to tzw. wspó
czynnik skali. Cytowani au-
torzy podaj�  równie�  równanie opisuj� ce zwi� zek porowato�ci osadu z ci� nie-
niem kompresji: 

 

( ) ( )
b

ee ��
�

�
��
�

�
+-=-

a

k

P

P
111 0            (3.7) 

 
Cech�  charakterystyczn�  powy� szych równa�  jest logicznie uzasadniony fakt 
istnienia zarówno porowato� ci granicznej e0 jak i granicznego w
a� ciwego opo-
ru osadu a0 przy ci� nieniu kompresji równym 0. Wyk
adnik s to wspó
czynnik 
� ci� liwo� ci osadu, a b to wspó
czynnik okre� laj� cy podatno��  porowato� ci osa-
du na ci� nienie.  

� ci� liwy osad filtracyjny mo� na rozpatrywa�  jako zbiór warstw poro-
watego cia
a sta
ego o ró� niczkowej grubo� ci dw. Ciecz przep
ywaj� ca przez 
warstw�  stykaj� c�  si�  z zawiesin�  na skutek tarcia przekazuje pewn�  cz���  ci-
� nienia hydraulicznego cia
u sta
emu. Powsta
a dzi� ki temu si
a nacisku na war-
stw�  znajduj� c�  si�  poni� ej wywo
uje w niej ci� nienie kompresji. W warstwie 
tej równie�  wyst� puje tarcie cieczy o materia
 placka i powsta
a w niej si
a do-
daje si�  do wytworzonej w warstwie powierzchniowej i wywiera nacisk na war-
stw�  znajduj� c�  si�  poni� ej. Mo� na to zilustrowa�  nast� puj� cym rysunkiem: 

 

 
 

Rys. 3.2. Rozk
ad ci� nie�  w warstwach najbli� szych powierzchni osadu 
Fig. 3.2. Distribution of pressures in the closest to surface layers 
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gdzie dPh0 to spadek ci� nienia cieczy na skutek oporów przep
ywu przez war-
stw�  0, a dPh1 to odpowiedni spadek ci� nienia w warstwie 1. W warstwie po-
wierzchniowej ci� nienie kompresji wynosi zatem 0. Ci� nienie kompresji w war-
stewce najbli� szej przegrody jest bliskie przy
o� onemu ci� nieniu procesowemu 
(ni� sze o ci� nienie potrzebne do pokonania oporów przep
ywu filtratu przez 
przegrod� ). Na ka� dej odleg
o� ci od przegrody s
uszne jest równanie bilansu si
: 

 

hkc PPP +=                         (3.8) 

 
Równanie (3.8) zak
ada pomini� cie si
 tarcia osadu o � ciany filtru. Zwi� zek 
pomi� dzy ci� nieniem kompresji i ci� nieniem hydraulicznym w postaci zró� -
niczkowanej przedstawia si�  nast� puj� co: 
 

hk dPdP -=                     (3.9) 

 
co pozwala na u� ycie w równaniach opisuj� cych proces rozdzia
u zawiesin 
jednego z ci� nie�  sk
adowych, a mianowicie ci� nienia kompresji, gdy�  wyst� -
puje ono w równaniach na opór w
a� ciwy i porowato��  osadu (3.6, 3.7). Rów-
nanie Darcy’ego (3.4) przyjmie wówczas nast� puj� c�  posta� : 
 

( ) wha d

dP

e
u k

+
-=

1
1

     (3.10) 

 
Przytoczone wy� ej równania pozwalaj�  opisa�  stan placka filtracyjnego 

w danym momencie czasu t . Jak to ju�  zosta
o uprzednio zaznaczone, placek 
filtracyjny zmienia swoj�  struktur� , a podczas filtracji równie�  rozmiar w czasie, 
co wywo
uje zmiany ilo� ci cieczy przep
ywaj� cej przez osad. Dzieje si�  tak dla-
tego, � e uwi� ziona w porach placka filtracyjnego ciecz, na skutek zmniejszenia 
porowato�ci wywo
anego wzrastaj� cym na danej warstewce osadu ci� nieniem 
kompresji, zwi� ksza ilo��  cieczy wp
ywaj� cej do warstwy znajduj� cej si�  poni� ej. 
W zwi� zku z tym szybko��  przep
ywu u ro�nie w kierunku od powierzchni osadu 
do przegrody. Zmiana ilo�ci cieczy zawartej w warstewce osadu w czasie jest 
równa przyrostowi nat�� enia przep
ywu cieczy na grubo�ci dw. Mo� na to opisa�  
za pomoc�  nast� puj� cego ró� niczkowego równania bilansu [35]: 

 

wt ¶
¶

=
¶
¶ ue

    (3.12) 
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zgodnie z którym przyrost pr� dko�ci u na niesko� czenie krótkim odcinku jest rów-
ny zmianie przestrzeni swobodnej placka w czasie. Pr� dko��  liniowa cieczy wzgl� -
dem cia
a sta
ego u jest liczona na pusty przekrój poprzeczny celki kompresyjnej.  

Warunki brzegowe definiuj�  równania opisuj� ce przep
yw przez prze-
grod�  oraz powierzchni�  osadu. Ciecz wyp
ywaj� ca z warstwy osadu najbli� szej 
przegrodzie musi pokona�  opór przep
ywu, jaki stawia jej struktura. Do opisu 
tego zjawiska mo� na u� y�  zmodyfikowanego równania Darcy’ego, w którym 
opór w
a� ciwy osadu o ró� niczkowej grubo� ci zast� piono oporem w
a� ciwym 
przegrody filtracyjnej Rp: 

 

hp
p

p P
R

u
h

1
=     (3.11) 

 
W równaniu (3.11) Php to ci� nienie cieczy na granicy placek-przegroda, a up - to 
szybko��  przep
ywu (liczona na wolny przekrój filtru) cieczy przez przegrod� .  

Drugi warunek brzegowy dotyczy warstwy znajduj� ca si�  na po-
wierzchni osadu (w odleg
o� ci wpl.t  od przegrody), gdy�  to w niej podczas fil-
tracji generuje si�  pierwsza ilo��  cieczy, która dalej przemieszcza si�  przez osad 
ku przegrodzie. 

W niesko� czenie krótkim czasie dt  pewna porcja zawiesiny o obj� to� ci 
dVt  przechodzi z zawiesiny do osadu. Procesowi temu towarzyszy przede 
wszystkim zwi� kszenie udzia
u cia
a sta
ego w rozpatrywanej obj� to� ci, któr�  
mo� na wyrazi�  za pomoc�  zmiany przestrzeni swobodnej e. W czasie t  obj� to��  
ta jest taka, jak w ca
ej zawiesinie i wynosi ez. W czasie t  + dt  jest ona równa 
obj� to� ci swobodnej mieszaniny cia
a sta
ego i cieczy w warunkach wzajemne-
go kontaktu drobin cia
a sta
ego przy ci� nieniu kompresji Pk = 0 i oznacza si�  j�  
jako e0. Ciecz, w ilo� ci dVc.t , która na skutek zmiany koncentracji opu� ci
a roz-
patrywan�  obj� to��  mieszaniny, wp
ywa do warstwy znajduj� cej si�  poni� ej 
i dalej w g
� b osadu. Powy� sze rozwa� anie pozwalaj�  na sformu
owanie rów-
nania bilansu masy dla warstewki powsta
ej na osadzie w czasie dt . 
W równaniu tym korzystne jest zast� pienie ca
kowitej obj� to� ci zawiesiny obj� -
to� ci�  cia
a sta
ego dVst.t  gdy� , jak to ju�  wyja�niono wcze� niej, jest ona nie-
zmienna na drodze procesu. Przyjmuje si�  a’priori, � e do filtratu nie przechodz�  
drobiny cia
a sta
ego. Bilans ten ma zatem nast� puj� c�  posta� : 

 

ttt ..0. cststz dVdVedVe +=       (3.13) 

 
Je� eli obydwie strony równanie podzieli�  przez powierzchni�  przekroju po-
przecznego filtru F i wykorzysta�  zale� no�� : 
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t
t

t Fd
dV

u c=          (3.14) 

 
oraz zwi� zek okre� lony funkcj�  (3.3), to równanie (3.13) przyjmie posta� : 
 

tww ttt dudedez += 0    (3.15) 

 
i po przekszta
ceniu: 
 

0ee

u

d

d

z -
= tt

t
w

   (3.16) 

 
W równaniu tym dwt  to wyra� ona we wspó
rz� dnych materia
owych warto�� , 
o jak�  zwi� kszy
a si�  grubo��  osadu w czasie od t  do t  + dt , a ut  jest to 
wzgl� dna szybko��  wyp
ywu cieczy z warstwy powierzchniowej do warstwy 
znajduj� cej si�  poni� ej. Grubo��  osadu od chwili zako� czenia filtracji, czyli 
podczas kompresji nie zwi� ksza si�  i wówczas drugi warunek brzegowy ma 
posta�  ut  = 0, bo w warstwie powierzchniowej ustaje generowanie filtratu.  

Podsumowuj� c powy� sze rozwa� ania mo� na stwierdzi� , � e proces roz-
dzia
u zawiesiny cia
a sta
ego w cieczy przebiegaj� cy wg mechanizmu filtracji 
z tworzeniem osadu prowadzony przy u� yciu celki kompresyjnej mo� na opisa�  
za pomoc�  uk
adu równa�  ró� niczkowych, w sk
ad którego wchodz�  równania 
(3.6), (3.7), (3.10-3.12) oraz podczas filtracji (równanie (3.16)). Dodatkowymi 
za
o� eniami s�  tutaj: statystycznie jednokierunkowy przep
yw cieczy wzgl� dem 
cia
a sta
ego oraz pominiecie oporów tarcia cia
a sta
ego o � cianki cylindra 
i zaniedbanie zjawiska sedymentacji, które mo� e wyst� powa�  w zawiesinie 
w trakcie rzeczywistego rozdzia
u faz. 

4. Numeryczne rozwi� zanie modelu procesu odwadniania zawiesin 

Matematyczne modelowanie procesu rozdzia
u zawiesiny na testowym 
filtrze ci� nieniowym polega na znalezieniu warto� ci obj� to� ci swobodnej e (lub 
porowato� ci e) oraz szybko� ci przep
ywu cieczy wzgl� dem cia
a sta
ego w osa-
dzie u w funkcji odleg
o� ci w i czasu t : 

 
( )tw,ee =     (4.1) 

 



Rozdzielanie zawiesin cia
 sta
ych w cieczach na drodze filtracji ... 

� rodkowo-Pomorskie Towarzystwo Naukowe Ochrony � rodowiska 149 

( )tw,uu =     (4.2) 
 

Wy� ej wymienione zale� no� ci mo� na wyznaczy�  pos
uguj� c si�  równaniami 
(3.6), (3.7), (3.10-3.12), (3.16). Ze wzgl� du na swoj�  nieliniowo�� , uwik
anie 
zmiennych oraz na fakt, � e w przypadku filtracji mamy do czynienia z porusza-
j� c�  si�  granic�  obszaru oblicze� , analityczne rozwi� zanie takiego uk
adu rów-
na�  nie jest mo� liwe. Koniecznym jest w tym przypadku zastosowanie odpo-
wiednich procedur numerycznych. Wzoruj� c si�  na wcze� niejszych opracowa-
niach [35], do rozwi� zania problemu wykorzystano metod�  ró� nic sko� czo-
nych, w której ró� niczkowe przyrosty zmiennych d zast� piono przyrostami 
sko� czonymi D. Prost�  metod�  ró� nic sko� czonych przy wyznaczeniu szybko-
� ci przep
ywu cieczy u uzupe
niono tu (wzoruj� c si�  na pracach [38] i [39]) 
stosuj� c w schemacie oblicze�  sca
kowane równanie (3.10). W znacznym stop-
niu poprawia to dok
adno��  oblicze�  szczególnie w przypadku, gdy opór w
a-
� ciwy osadu a silnie zmienia si�  w funkcji odleg
o� ci od przegrody.  

W celu wyznaczenia profili e oraz u, 
adunek testowego filtru ci� nie-
niowego podzielono na n cz�� ci tworz� c siatk�  rozwi� za� , w której odleg
o��  
pomi� dzy w� z
ami wynosi Dw. Obliczenia prowadzi si�  tylko dla tych punktów, 
które nale��  do osadu. Ze wzgl� du na ci� g
�  zmian�  jego rozmiaru podczas 
filtracji, placek filtracyjny dzieli si�  na dwie strefy oblicze� : g
ówn�  i warstw�  
powierzchniow� . W s� siaduj� cych ze sob�  w� z
ach siatki wyznaczone s�  alter-
natywnie warto� ci pr� dko�ci lub warto� ci przestrzeni swobodnej przy u� yciu 
tzw. siatki przesuni� tej opracowanej dla modelowania numerycznego przep
y-
wu p
ynów lepkich przez Harlowa i Welcha w pracy [40]. Oznacza to, � e w� ze
, 
w którym wyznaczono szybko��  przep
ywu cieczy s� siaduje z w� z
ami, w któ-
rych wyznaczono przestrze�  swobodn� , a odleg
o��  miedzy dwoma najbli� szy-
mi warto� ciami e lub u wynosi 2Dw. Ze wzgl� du na fakt, � e równanie opisuj� ce 
warunek brzegowy dla przegrody wyznacza warto��  szybko� ci przep
ywu, 
pierwszy w� ze
 siatki zawiera obliczon�  warto��  szybko� ci przep
ywu przez 
przegrod�  u1 = up. Je� eli kolejne w� z
y siatki b� dzie si�  opisywa�  liczbami ca
-
kowitymi, to te z nich, które s�  opisane liczbami nieparzystymi zawieraj�  obli-
czon�  warto��  u, a opisane liczbami parzystymi warto��  e (rys. 4.1) 
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Rys. 4.1. Fragment siatki rozwi� za�  uk
adu 

równa�  dla czasu t  opisuj� cych  
rozdzia
 zawiesin 

Fig. 4.1. A part of the solving grid  
of the equation set describing  
suspension separation for the time t  
 
 
 
 
 
 

Zmiana warto� ci przestrzeni swobodnej e i pr� dko� ci cieczy wzgl� dem 
cia
a sta
ego w osadzie u zale� y zarówno od w jak i t . Z numerycznego punktu 
widzenia oznacza to, � e ka� da z obliczonych warto� ci u i e opisana jest dwoma 
indeksami. Indeksy zmiennej w przyj� to oznacza�  „i”, a zmiennej t  poprzez „j”. 
W siatce rozwi� za�  o�  czasu to o�  odci� tych, a odleg
o��  od przegrody to o�  
rz� dnych. Ilustracj�  sposobu oznaczania siatki przedstawia rys. 4.2. 

 
 
 
 
 
 

Rys. 4.2. Fragment siatki oblicze�   
dla czasu j i j+1 

Fig. 4.2. A part of the solving grid  
for the time j and j+1 
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W modelu numerycznym szybko��  przep
ywu przez przegrod�  oblicza 
si�  przy u� yciu dwóch równa� . Pierwsze to równanie opisuj� ce przep
yw przez 
przegrod� : 

 

( )kpc
p

hp
p

PP
R

P
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u -==
hh

11
1     (4.3) 

 
drugie za�  wyp
yw z warstwy 1-2: 
 

( )�� +
=

D kp

k

P

P
kdP

e
du

2
1

11

0
1 ah

w
w

          (4.4) 

 
gdzie Pkp to ci� nienie kompresji w przegrodzie. 
Do równania (4.4) podstawia si�  zale� no��  (3.6) oraz przekszta
cone równanie 
(3.7): 
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Wówczas zale� no��  (4.4) przyjmie posta� : 
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i po sca
kowaniu: 
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Górna granica ca
kowania w równaniu (4.7) to ci� nienie kompresji panuj� ce 
w przegrodzie i w jego miejsce podstawia si�  przekszta
cone równanie (4.3), 
natomiast dolna granica to ci� nienie panuj� ce w pierwszym w�� le siatki zawie-
raj� cym obliczon�  warto��  e. W celu wyeliminowania z równania ci� nienia Pk2 
mo� na pos
u� y�  si�  przekszta
conym równaniem (4.5): 
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Ostatecznie otrzymuje si�  nast� puj� ce równanie na szybko��  wyp
ywu cieczy 
z przegrody w czasie j+1: 
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Równanie (4.9) jest uwik
ane ze wzgl� du na obliczan�  warto��  u1 i mo� na je 
rozwi� za�  tylko za pomoc�  oblicze�  iteracyjnych. 

Pozosta
e szybko� ci przep
ywu w g
ównej masie placka filtracyjnego 
oblicza si�  w oparciu o zmodyfikowane przez Autorów równanie Darcy’ego 
sca
kowane w granicach od wi-1 do wi+ 1 oraz od Pk i-1 do Pk i+1: 
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Ca
kuj� c równanie (4.10) i stosuj� c analogiczne przekszta
cenia jak dla równa-
nia (4.7) oraz wiedz� c, � e wi+1 - wi-1 = 2Dw otrzymuje si�  nast� puj� c�  zale� no�� : 
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Warto� ci w w� z
ach siatki zawieraj� cych przestrze�  swobodn�  e wyli-

cza si�  w oparciu o równanie (3.12), w którym przyrosty niesko� czenie ma
e 
zast� pione s�  odpowiednimi przyrostami sko� czonymi: 
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gdzie: 

1,, +-=D jiji eee          (4.13) 
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11 +- -=D ii uuu         (4.14) 
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W równaniach (4.14) i (4.15) wyst� puje � rednia warto��  szybko� ci 

przep
ywu przez warstw�  i-1 oraz i+1. Sørensen ze wspó
pracownikami [35] 
proponuje, by oblicza�  j�  jako � redni�  arytmetyczn�  szybko� ci przep
ywu na 
tych warstwach w czasie j i j+1: 

 

2
1,, ++

= jiji
i

uu
u    (4.16) 

 
Osobnego rozpatrzenia wymaga warstwa powierzchniowa osadu znaj-

duj� ca si�  poza g
ówn�  stref�  oblicze� . W g
ównej strefie odleg
o��  pomi� dzy 
warstwami, których ilo��  wynosi I jest sta
a (wynosi Dw). Inaczej jest na po-
wierzchni osadu. Przyczyna tego le� y w tym, � e na skutek ci� g
ego narastania 
osadu zmienia si�  grubo��  tej warstwy, któr�  oznaczono Dw1 (rys. 4.3). 

W chwili rozpocz� cia oblicze�  dla nowej warstwy powierzchniowej jej 
grubo��  wynosi 0 i z ka� dym kolejnym krokiem oblicze�  Dt  narasta. Po osi� -
gni� ciu grubo�ci równej 2Dw warstwa powierzchniowa zostaje w
� czona do 
g
ównej strefy oblicze� , której grubo��  zwi� ksza si�  wówczas o 2Dw, a ilo��  
obliczanych warto� ci w w� z
ach siatki I ro� nie o 2. Jednocze�nie pojawia si�  
nowa warstwa powierzchniowa, której grubo��  Dw1 jest ponownie równa 0.  

Grubo��  warstwy powierzchniowej w czasie j+1 oblicza si�  za pomoc�  
równania (3.15), w którym przyrosty niesko� czenie ma
e zamieniono przyro-
stami sko� czonymi: 
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przy czym � rednia szybko��  przep
ywu 1+Iu  obliczona jest zgodnie z równa-
niem (4.16). 
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Rys. 4.3. Przyrost grubo� ci osadu w czasie Dt  
Fig. 4.3. The increase of the thickness in the time Dt  

 
Szybko��  przep
ywu cieczy przez skrajn�  warstw�  uI+3,j+1 mo� na wyli-

czy�  z równania Darcy’ego, ca
kuj� c je w zakresie od ci� nienia kompresji rów-
nego 0 panuj� cego na warstwie I+3 do panuj� cego na warstwie I+2: 
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Po sca
kowaniu i odpowiednich przekszta
ceniach otrzymuje si� :  
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Przestrze�  swobodn�  w warstwie powierzchniowej eI+2,j+1 mo� na wy-

znaczy�  w oparciu o bilans masy dla cieczy. W czasie t  warstwa powierzch-
niowa ma grubo��  Dw1j i przestrze�  swobodn�  eI+2,j. Warstewka zawiesiny 
znajduj� ca si�  nad osadem, która w czasie Dt  przejdzie do osadu, ma grubo��  
Dw1j+1 - Dw1j i przestrze�  swobodn�  zawiesiny ez. W czasie t +Dt  warstwa po-
wierzchniowa ma grubo��  Dw1j+1 i przestrze�  swobodn�  eI+2,j+1, a osadzaj� cy si�  
osad powoduje wyp
yw cieczy w ilo� ci Vc. do g
ównej masy osadu z szybko� ci�  
� redni�  1+Iu . Obj� to��  cieczy w czasie t  i w czasie t +Dt  musi by�  taka sama: 

 

... cswsw VVV += D+ ttt    (4.20) 

 
przy czym: 

 
( )FeFeV jjzjjIsw 111 1,2. wwwt D-D+D= ++   (4.21) 

 
FeV jjIsw 11,2. 1 +++D+ D= wtt    (4.22) 

 
tD= + FuV Ic 1.     (4.23) 

 
 

Po podstawieniu równa�  (4.21-4.23) do równania (4.20) i przekszta
ce-
niu otrzymuje si�  zale� no��  na eI+2,j+1: 
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Najbardziej k
opotliwe jest wyznaczenie warto� ci uI+1, j+1, gdy�  nie le� y 

ona w po
owie odleg
o� ci pomi� dzy w� z
ami eI,j+1 i eI+2,j+1 (rys. 4.3). Sørensen 
i in. [35] zaproponowali, by wyliczy�  pewn�  hipotetyczn�  warto��  u’, tak jak 
w g
ównej strefie oblicze�  i przy pomocy interpolacji liniowej pomi� dzy warto-
� ciami uI+3,j+1, u’ wyznaczy�  poszukiwan�  uI+1,j+1. 
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Wychodz� c z równania Darcy’ego:  
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po sca
kowaniu i odpowiednich podstawieniach, wiedz� c, � e 
wI+2 - wI = Dw + ½Dw1j+1 otrzymuje si� :  
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 (4.26) 

 
Zastosowanie interpolacji liniowej do wyznaczenia równania na uI+1,j+1 

prowadzi do nast� puj� cej zale� no� ci: 
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Jak ju�  wspomniano wcze� niej, obliczenia danej warstwy powierzch-

niowej prowadzi si�  tak d
ugo, a�  osi� gnie ona grubo��  2Dw. Ze wzgl� du na 
fakt, � e zwykle nie uzyskuje si�  tej warto� ci dok
adnie, w celu unikni� cia 
znacznych b
� dów w ostatnim kroku oblicze�  tak dobiera si�  warto��  Dt , aby 
z za
o� on�  dok
adno� ci�  spe
niony by
 warunek Dw1 = 2Dw. 

W celu zbudowania modelu numerycznego procesu rozdzia
u zawiesin 
cia
 sta
ych na przegrodzie konieczne jest jeszcze ustalenie warunków pocz� t-
kowych. Przed rozpocz� ciem procesu ca
y 
adunek filtru ci� nieniowego jest 
jednorodny. Z chwil�  przy
o� enia ci� nienia rozpoczyna si�  tworzenie na prze-
grodzie placka filtracyjnego. W zale� no� ci od oporu przegrody, pocz� tek proce-
su mo� na modelowa�  na dwa sposoby [35]. 

I. Dla niskich oporów przegrody mo� na za
o� y� , � e w czasie t  = 0 od 
razu powstaje na niej warstwa osadu o grubo�ci 2Dw i szybko��  przep
ywu 
cieczy na poziomie i = 1 i i = 3 jest taka sama: u1,0 = u3,0. Stosuj� c równanie 
(4.6) do wyznaczenia u1,0 oraz równanie (4.18) (lewa strona w granicach ca
ko-
wania od w2 do w3) dla u3,0 uzyskuje si�  zale� no�� : 
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Po sca
kowaniu: 
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i uporz� dkowaniu ze wzgl� du na Pk,2: 
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Przekszta
caj� c równanie (4.3) do postaci: 

 

pcpk RuPP h0,3, -=    (4.31) 

 
i podstawiaj� c za u3,0 sca
kowane i zmodyfikowane jak wy� ej równanie (4.18) 
otrzymuje si�  zale� no��  na ci� nienie kompresji w przegrodzie: 
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które po u� yciu w nim zale� no� ci (4.30) przyjmuje posta�  uwik
anej funkcji 
Pk,p: 
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W oparciu o to równanie na drodze iteracji mo� na wyliczy�  Pk,p, i dalej przy 
pomocy równania (4.3) u3,0. Korzystaj� c z zale� no�ci (4.8) i (4.30) otrzymuje 
si�  wzór na przestrze�  swobodn�  e2,0: 
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II. Dla wysokich oporów przegrody mo� na za
o� y� , � e w czasie t  = 0 

ci� nienie kompresji w przegrodzie Pk,p jest równe 0, gdy�  ilo��  utworzonego na 
niej osadu jest znikomo ma
a. Wówczas szybko��  przep
ywu przez przegrod�  
dla t  = 0 mo� na wyliczy�  z równania (4.3) podstawiaj� c Pc w miejsce Ph: 

 

c
p

P
R

u
h

1
0,1 = .    (4.35) 

 
Dalszy przebieg procesu modeluje si�  jak dla warstwy powierzchniowej przy 
zerowej grubo� ci g
ównej strefy oblicze� , tj. przy I = 0. Kiedy grubo��  obliczo-
nej warstwy osi� gnie warto��  2Dw (z ewentualnym dopasowaniem warto� ci Dt ) 
na przegrodzie tworzy si�  pierwszy element g
ównej strefy oblicze� , a I przyj-
muje warto��  2.  

Osobny problem stanowi wybór metody oblicze� , tzn. kiedy u� ywa si�  
schematu dla du� ych, a kiedy dla ma
ych oporów przegrody. Stwierdzono, � e 
zaproponowana przez Sorensena i in. w pracy [35] metoda oparta na porówna-
niu szybko� ci u1,0 obliczonych metod�  I i II jest b
� dna. Podstawowym kryte-
rium wyboru numerycznych oblicze�  startowych jest ich stabilno�� . Na drodze 
w
asnych eksperymentów ustalono, � e oprócz oporu przegrody na wybór ten 
wp
ywa tak� e opór w
a� ciwy osadu. Ostatecznie przyj� to, by pierwszy sposób 
oblicze�  stosowa� , gdy stosunek a0/Rp < 100, drugi dla a0/Rp ³  100. 

Po zako� czeniu filtracji ustaje generowanie filtratu w najwy� szej war-
stwie osadu i pr� dko��  cieczy uI+3 spada do 0. Ilo��  warstw I+3 jest wówczas 
równa n. Od tej chwili filtrat opuszczaj� cy placek jest generowany wy
� cznie 
w jego obj� to� ci na skutek kompresji warstw. W schemacie oblicze�  przestaj�  
wyst� powa�  równania opisuj� ce warstw�  powierzchniow�  (4.17, 4.19, 4.24, 
4.26 i 4.27), gdy�  pr� dko��  un jest wówczas stale równa 0 i mamy do czynienia 
tylko z g
ówn�  stref�  oblicze� .  

Podobnie modeluje si�  proces rozdzia
u, je� eli poddawany jest mu 
szlam, czyli mieszanina ma koncentracj�  wi� ksz�  ni�  taka, gdy drobiny cia
a 
sta
ego stykaj�  si�  ze sob�  przy ci� nieniu kompresji 0 (oznacza to, � e ez ³  e0). 
Wówczas mamy do czynienia tylko z kompresj�  szlamu, który w chwili rozpo-
cz� cia procesu ma parametry jednorodne, tzn.: ei = ez, ui = 0. 
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Opieraj� c si�  na równaniach (4.9, 4.11, 4.15, 4.17, 4.19, 4.24, 4.26, 
4.27) mo� na utworzy�  uk
ad pozwalaj� cy na wyznaczenie warto� ci u i e w w� -
z
ach siatki rozwi� za� . W celu rozwi� zania uk
adu równa�  dla czasu j+1 ko-
nieczna jest znajomo��  wektora rozwi� za�  dla czasu j. Poszukiwany wektor 
rozwi� za�  dla czasu j+1 oznaczono jako X i nale� y go wst� pnie za
o� y� . Od-
powiednio przekszta
cone równania tworz�  funkcj�  wektorow�  F(X), która 
wygl� da nast� puj� co: 
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Wyst� puj� ce w funkcji wektorowej (4.36) warto� ci Dw1 oraz u’ oblicza si�  
z przekszta
conych równa�  (4.17, 4.26): 

tww D
-

+

+D=D

++

+
z

II

jj ee

zx

0

11

1
211   (4.37) 
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Rozwi� zanie polega na znalezieniu takiego X, dla którego z zadan�  do-

k
adno� ci�  spe
nione jest równanie F(X) = 0. Najwygodniej w tym celu jest 
pos
u� y�  si�  metod�  Newtona rozwi� zywania uk
adu n równa�  nieliniowych. 
Metoda ta opiera si�  na kolejnych przybli� eniach wektora rozwi� za�  X, przy 
czym k+1 przybli� enie z przybli� eniem k 
� czy zale� no�� : 

 
( ) ( )kkkk FF XXXX ×-= -

+
1

1 '   (4.39) 

 
gdzie F’ -1(X) to odwrotno��  macierzy Jacobiego o wymiarze (I+3) x (I+3) 

 

( ) ( )
X
X

X
¶

¶
=

F
F'    (4.40) 

 
W zastosowanych w niniejszej pracy programach obliczeniowych do 

znalezienia wektora rozwi� za�  zastosowano gotow�  procedur�  rozwi� zywania 
uk
adu równa�  nieliniowych metod�  Newtona, napisan�  w Turbo Pascalu 7.0 
przez B. Barona [41].  

5. Podsumowanie 

Zaprezentowany model matematyczny procesu rozdzia
u zawiesin i jego 
numeryczne rozwi� zanie pozwalaj�  na przeprowadzenie symulacji filtracji plac-
kowej z towarzysz� c�  jej kompresj�  powstaj� cego osadu. W drugiej cz�� ci arty-
ku
u zostanie zaprezentowany sposób wyznaczania parametrów potrzebnych do 
przeprowadzenia tych symulacji oraz do�wiadczalna weryfikacja modelu. 
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Spis oznacze� , Symbols 

e [m3 /m3] przestrze�  swobodna, stosunek obj� to� ci cieczy  
do obj� to� ci cia
a sta
ego  
void ratio, liquid to solid volume ratio 

e0 [m3 /m3] przestrze�  swobodna w osadzie przy ci� nieniu kompresji 0 [Pa] 
void ratio in the cake at compression pressure equal to zero 

ez [m3 /m3] przestrze�  swobodna w zawiesinie 
void ratio in suspension 

F [m2] powierzchnia przegrody 
filter medium area 

i  numer warstwy, indeks przestrzeni 
layer number, space index 

I  ilo��  warstw g
ównej strefy oblicze�  w osadzie  
w danym czasie (od 0 do n) 
number of layers of the main calculation zone in the  
cake and at given time (from 0 to n) 

j  indeks czasu 
time index 

l [m] wysoko��  
adunku zawiesiny w filtrze testowym  
na pocz� tku procesu 
filter load at the beginning of the process 

n  ilo��  warstw, na które podzielony jest 
adunek filtru 
number of layers for which the load is divided 

Pa [Pa] przelicznik skali w równaniach (3.12) i (3.13) 
scale factor in equations (3.12) and (3.13) 

Pc [Pa] ci� nienie ca
kowite 
total pressure 

Ph [Pa] ci� nienie hydrauliczne 
hydraulic pressure 

Php [Pa] ci� nienie hydrauliczne w przegrodzie 
hydraulic pressure in the filter medium 

Pk [Pa] ci� nienie kompresji (ci� nienie kontaktowe)  
compression pressure (contact pressure) 

Pkp [Pa] ci� nienie kompresji w przegrodzie 
compression pressure in the filter medium 

Rp [1/m] opór przegrody 
filter medium resistance 

s  wspó
czynnik � ci� liwo� ci placka 
filter cake compressibility coefficient 

u [m/s] pr� dko��  przep
ywu cieczy wzgl� dem cia
a sta
ego  
superficial liquid flow due to solid phase 
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V [m3] obj� to��  filtratu 
filtrate volume 

Vs [m3] obj� to��  cia
a sta
ego 
solid volume 

x [m] wymiar liniowy we wspó
rz� dnych bezwzgl� dnych 
linear dimension in real co-ordinates  

X  wektor kolejnego przybli� enia rozwi� zania  
wektorowej funkcji b
� du  
vector of the next approximation of errors vector function 

Litery greckie; Greek symbols 

a [1/m2] opór w
a� ciwy osadu 
specific filter cake resistance 

a0 [1/m2] graniczny opór osadu przy zerowym ci� nieniu kompresji 
boundary cake resistance at zero compression pressure 

b  wspó
czynnik podatno� ci porowato� ci osadu na ci� nienie 
form factor for compressibility with respect to porosity 

e [m3 /m3] porowato��  
porosity 

h [Pas] wspó
czynnik dynamiczny lepko� ci filtratu 
viscosity dynamic coefficient of filtrate 

r s [kg/m3] g� sto��  cia
a sta
ego 
solid phase density 

t  [s] czas  
time 

Dt [s] krok czasu 
time step 

w [m] wymiar liniowy we wspó
rz� dnych materia
owych 
linear dimension in material co-ordinates 

wcal [m] ca
kowita grubo��  zawarto� ci filtru we wspó
rz� dnych  
materia
owych 
total thickness of filter contents in material co-ordinates 

Dw [m] krok w przestrzeni wspó
rz� dnych materia
owych 
space step in material co-ordinates 

Dw1 [m] grubo��  warstwy powierzchniowej we wspó
rz� dnych  
materia
owych 
surface layer thickness in material co-ordinates 
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Separation Of Solid-Liquid Suspension  
Using Filtration With Cake Compression 

I. Theoretical Description Of Filtration  
With Simultaneous Cake Compression 

Abstract 

Different descriptions of cake filtration of solid-liquid suspensions and 
cake compression are presented in the paper. The mathematical model of men-
tioned processes based on fundamental equations of flow through porous bed 
and accompanying mass and forces balances is discussed in details. The model 
is valid for both processes, which is especially important because they may 
appear simultaneously during separation. The final set of differential equations 
has been changed to the form possible to solve using numerical methods.  

Mathematical modelling of the suspension separation process in the test 
pressure filter consists in finding the value of void ratio e (or porosity e) and 
superficial liquid flow due to solid phase in cake u as a function of linear di-
mension w and time t : 

( )tw,ee =  
 

( )tw,uu =  
 
These dependencies may be determined using equations (3.6), (3.7), 

(3.10-3.12), (3.16). Due to their nonlinearity, confounding of variables as well 
as the fact, that in the case of filtration we deal with moving limit of a calcula-
tion range, analytical solution of such system is not possible. It is necessary in 
such case to use suitable mathematical procedures. Modelling on earlier works 
[35], method of finite differences was used, in which differential variables in-
creases d were replaced with finite increases D. Simple method of finite differ-
ences, when determining superficial liquid flow due to solid phase in cake u, 
was completed here using in the calculation scheme integrated equation (3.10). 
This significantly improves accuracy of calculations, especially in the case, 
when specific filter cake resistance a changes strongly in function of linear 
dimension.  

Presented mathematical model of suspension separation process and its 
numerical solution allow to carry out a simulation of cake filtration with ac-
companying cake compression. In the second part of this paper a method of 
determining parameters needed for carrying out the simulation and experimental 
verification of the model is presented. 


